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斜齿轮的有效长度和收尾长度的计算
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陈　 涛
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摘　 要:文章基于理论分析并应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘数法以及求解一个一元四次方程ꎬ推导得到了与圆柱型齿条配合的斜

齿轮所需要的有效长度的解析表达式ꎬ并通过 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证了其正确性ꎮ 再通过求解一元四次方程ꎬ推导得到

了斜齿轮的滚齿收尾部分最远端到垂直于工件轴线且包含退刀时滚刀轴线和工件轴线的最短距离线所在平面的距

离ꎬ即滚齿收尾长度的解析表达式ꎬ并通过 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证了其正确性ꎮ 这两个表达式为与斜齿轮相关的机械产

品的设计提供了重要依据ꎮ
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０　 引　 言
在某些机械产品(如转向器)中ꎬ通常使用斜齿

轮和(圆柱型)齿条配合实现旋转运动和直线运动的

转换ꎮ 在这些产品中ꎬ斜齿轮经常有一端没有被“滚
通”ꎬ即存在着一段滚齿加工的收尾长度ꎮ 在收尾长

度里ꎬ若不是正常的齿形则不能参与齿条的啮合运

动ꎬ因此要避开齿条ꎬ即斜齿轮的滚齿有效长度要足

够长ꎬ否则会与齿条产生干涉进而影响机械产品的性

能ꎮ 另外ꎬ知道了斜齿轮的滚齿有效长度ꎬ还可以设

计斜齿轮的齿部在原点的另一端ꎬ即将其设置在滚通

的那一端的端面的合适的位置ꎮ 另一方面ꎬ斜齿轮的

收尾长度也影响着斜齿轮相关的机械产品的尺寸和

受力等ꎮ 刘法权[１] 基于 ＢＡＳＩＣ 语言编程ꎬ用数值的

方法计算了滚齿时刀架回转中心至滚刀顶圆柱与毛

坯顶圆柱交线最低点的距离ꎬ这段距离就等于收尾长

度ꎮ 刘忠朝[２]给出了一些切入长度(收尾长度)的简

化或近似计算式的误差比较ꎮ 但是斜齿轮的滚齿收

尾长度的精确解析表达式还没有文献提到过ꎬ与齿条

配合的斜齿轮需要的滚齿有效长度也没有文献涉及

过ꎮ 基于此ꎬ笔者重点研究斜齿轮的有效长度和收尾

长度的计算ꎬ推导得到了这两个解析表达式ꎬ并通过

ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证了其正确性ꎬ该计算求解对与斜

齿轮相关的机械产品的设计有重要意义ꎮ
１　 斜齿轮的有效长度的计算
１.１　 理论分析

考虑斜齿轮的滚齿有效长度的设计ꎮ 事实上ꎬ斜
齿轮齿顶圆柱和齿条圆柱在空间中有一个交集ꎮ 由

于斜齿轮的齿面都在斜齿轮齿顶圆柱的范围内ꎬ而齿

条的齿面都在齿条圆柱的范围内ꎬ所以斜齿轮和齿条

的啮合就发生在该交集内ꎮ 为了使斜齿轮和齿条正

常啮合而不发生干涉ꎬ就必须保证斜齿轮在该交集所

在的轴线长度范围内的齿形都是有效的ꎮ 于是ꎬ滚齿

有效长度的设计问题转换为求斜齿轮齿顶圆柱和齿

条圆柱的相贯线投影到斜齿轮的轴线的长度范围ꎬ即
保证此长度范围必须在设计的滚齿有效长度的范围

内才能满足设计的要求ꎮ
１.２　 变量符号定义

设中心距为 ａ、轴交角为 Σ、斜齿轮齿顶圆半径
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为 ｒｐ、齿条半径为 ｒｒꎮ 按图 １ 建立坐标系ꎮ 其中ꎬ中
心距 ａ 定义为斜齿轮轴线和齿条轴线的最短距离ꎬ轴
交角 Σ 定义为从斜齿轮轴线沿最短距离线指向齿条

轴线的方向看ꎬ如果斜齿轮轴线顺时针旋转一个锐角

到达和齿条轴线重合的位置ꎬ则轴交角 Σ 就是这个

锐角ꎻ如果斜齿轮轴线要逆时针才能旋转一个锐角到

达和齿条轴线重合的位置ꎬ则轴交角 Σ 就是这个锐

角的相反数ꎮ 图 １ 所示的轴交角 Σ 为正ꎬ滚齿有效

长度和滚齿收尾长度如图 ２ 所示ꎮ

图 １　 斜齿轮和齿条的相对位置和坐标系

图 ２　 滚齿有效长度和滚齿收尾长度

１.３　 推导过程

推导公式为:
ｘ２ ＋ ｙ２ － ｒｐ２ ＝ ０ (１)
(ａ － ｘ) ２ ＋ (ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ) ２ － ｒｒ２ ＝ ０ (２)
用数学语言描述ꎬ就是在式(１)和式(２)的条件

下求 ｚ 的极值ꎬ其中式(１)表示点{ｘꎬｙꎬｚ}在斜齿轮齿

顶圆柱的表面ꎬ而式(２)表示点{ｘꎬｙꎬｚ}在齿条圆柱

的表面ꎮ
按文献[３]ꎬ应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘数法ꎬ令:
Ｌ{ｘꎬｙꎬｚꎬλꎬμ} ＝ ｚ ＋ λ(ｘ２ ＋ ｙ２ － ｒｐ２) ＋ μ[(ａ －

ｘ) ２ ＋ (ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ) ２ － ｒｒ２]
(３)

对式(３)求各偏导数ꎬ令各偏导数为零ꎬ得到下

列各方程:

０ ＝ ∂Ｌ
∂ｘ

＝ ２λｘ － ２μ(ａ － ｘ) (４)

０ ＝ ∂Ｌ
∂ｙ

＝ ２λｙ ＋ ２ｃｏｓ Σμ(ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ) (５)

０ ＝ ∂Ｌ
∂ｚ

＝ １ ＋ ２ｓｉｎ Σμ(ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ) (６)

０ ＝ ∂Ｌ
∂λ

＝ ｘ２ ＋ ｙ２ － ｒｐ２ (７)

０ ＝ ∂Ｌ
∂μ

＝ (ａ － ｘ) ２ ＋ (ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ) ２ － ｒｒ２

(８)
由式(５)、(６)得:

λｙｔａｎ Σ ＝ １
２

(９)

由式(４)、(６)得:

λ ＝ ａ － ｘ
ｘ

× μ ＝ ａ － ｘ
ｘ

× － １
２ｓｉｎ Σ(ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ)

(１０)
由式(９) ~ (１０)得:
ａ － ｘ
ｘ

× － １ × ｙ
ｙｃｏｓ Σ ＋ ｚｓｉｎ Σ

＝ ｃｏｓ Σ (１１)

将式(１１)两边平方ꎬ再由式(７)、(８)得:
(ａ － ｘ) ２( ｒｐ２ － ｘ２) ＝ ｘ２[ ｒｒ２ － (ａ － ｘ) ２]ｃｏｓ ２Σ

(１２)
令 ｔ ＝ ｃｏｓ２Σ ꎬ展开得:
(１ － ｔ)ｘ４ － ２ａ(１ － ｔ)ｘ３ ＋ (ａ２ － ｒｐ２ － ａ２ｔ ＋ ｒｒ２ｔ)ｘ２ ＋
２ａ × ｒｐ２ｘ － ａ２ｒｐ２ ＝ ０ (１３)
此一元四次方程的 ４ 个根分别为:

ｘ１ ＝ １
２
(ａ － ｔ４ ＋ ｔ５ ＋ ｔ６ ) (１４)

ｘ２ ＝ １
２
(ａ － ｔ４ － ｔ５ ＋ ｔ６ ) (１５)

ｘ３ ＝ １
２
(ａ ＋ ｔ４ ＋ ｔ５ － ｔ６ ) (１６)

ｘ４ ＝ １
２
(ａ ＋ ｔ４ － ｔ５ － ｔ６ ) (１７)

其中:
ｔ１ ＝ ａ２ － ｒｐ２ － ａ２ ｔ ＋ ｒｒ２ ｔ (１８)
ｔ２ ＝ ５４ ａ２ｒｐ２ｒｒ２(１ － ｔ) ｔ ＋ ｔ１ ３ (１９)

ｔ３ ＝ ( ｔ２ ＋ ｔ２ ２ － ｔ１ ６ )
１
３ (２０)

ｔ４ ＝ ａ２ －
２ｔ１

３(１ － ｔ)
＋

ｔ１ ２

３(１ － ｔ) ｔ３
＋

ｔ３
３(１ － ｔ)

(２１)

ｔ５ ＝ ２ａ２ －
４ｔ１

３(１ － ｔ)
－

ｔ１ ２

３(１ － ｔ) ｔ３
－

ｔ３
３(１ － ｔ)

(２２)

ｔ６ ＝ ２ａ( ｒｒ２ ｔ ＋ ｒｐ２)
(１ － ｔ) ｔ４

(２３)
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因为 ｔ５－ｔ６ 是负数ꎬ所以式(１６)、(１７)这两个根

是虚数根ꎬ没有意义要舍去ꎬ而式(１５)这个根是负数

所以也没有意义要舍去ꎮ 所以 ｘ 的真根是式(１４)ꎮ
解出了 ｘ 的值ꎬｙ 的值计算如下:

ｙ ＝ － ｓｇｎ Σ × ｒｐ２ － ｘ２ (２４)
其中:ｓｇｎΣ表示Σ的符号ꎬ若Σ为正ꎬ则 ｓｇｎΣ ＝ １ꎻ

若 Σ 为负ꎬ则 ｓｇｎΣ ＝－ １ꎮ 进而 ｚ 的极值计算如下:

ｚ ＝ [ｓｇｎ Σ × ｒｒ２ － (ａ － ｘ) ２ － ｙｃｏｓ Σ] / ｓｉｎ Σ
(２５)

１.４　 一个算例及 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证

下面给出一个算例ꎮ 如果中心距 ａ ＝ １７.９５ ｍｍ、
轴交角 Σ ＝ ７４° ５５′、斜齿轮齿顶圆半径 ｒｐ ＝ １１. １７５
ｍｍ、齿条半径 ｒｒ ＝ １３.５ ｍｍꎬ则按照上述公式计算得

到 ｚ 的极值是 １２.６９２ ９ ｍｍꎮ 另一方面也可以在一些

三维建模软件(如 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ)中进行验证ꎬ先创建斜

齿轮齿顶圆柱的三维模型ꎬ再按照正确的中心距和轴

交角创建齿条圆柱的三维模型ꎬ并用齿条圆柱“切除”
斜齿轮齿顶圆柱ꎬ得到两个圆柱的相贯线ꎮ 在 Ｓｏｌｉｄ￣
Ｗｏｒｋｓ 中测量相贯线的 ｚ 坐标的极值ꎬ同样是 １２.６９２ ９
ｍｍꎬ如图 ３ 所示ꎬ从而验证了上述公式的正确性ꎮ

图 ３　 在 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 中测量相贯线的 ｚ 坐标的极值

１.５　 此表达式的用处

得到 ｚ 的极值后ꎬ就可以用来设计斜齿轮的滚齿

有效长度ꎬ即要保证斜齿轮的滚齿有效长度大于 ｚ 的
极值ꎻ另一方面ꎬ还可以设计斜齿轮的齿部在原点的

另一端ꎬ即滚通的那一端的合适的位置ꎮ

２　 斜齿轮的收尾长度的计算

２.１　 理论分析

现在考虑斜齿轮的滚齿收尾长度ꎮ 按文献[４]ꎬ
滚刀和工件实质上可以看作是两个交错轴的斜齿轮

的啮合ꎬ且滚刀和工件是点接触的ꎮ 滚齿加工斜齿轮

时ꎬ滚刀和工件按一定的速比绕各自轴线旋转ꎬ即展

成运动ꎻ另外ꎬ滚刀还沿工件轴线方向平移ꎬ工件再附

加一个转动ꎬ即进给运动ꎮ 展成运动过程中ꎬ在工件

上形成了一条接触点轨迹ꎬ在进给运动过程中ꎬ这条

接触点轨迹通过螺旋扫描得到了被加工的齿面ꎮ 当

进给运动结束后开始退刀ꎬ即滚刀轴线和工件轴线的

中心距开始增大ꎬ同时展成运动仍然在进行ꎮ 于是就

在工件上留下一段收尾的不正常齿形ꎬ工件的“收尾

齿根”如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 工件的“收尾齿根”

　 　 设滚齿中心距为 ａ、滚齿轴交角为 Σ、滚刀外圆

半径为 ｒ、工件轴向距离滚刀轴线和工件轴线的最短

距离线为 ｘꎬｘ 对应工件的“收尾齿根”(见图 ４)的半

径ꎬ即滚刀外圆加工得到的表面和工件轴线的距离为

ｙꎮ 将垂直于工件轴线且距离滚刀轴线和工件轴线的

最短距离线为 ｘ 的平面称为平面 Ａꎮ 平面 Ａ 和滚刀

轴线的交点在平面 Ａ 内和工件轴线的距离是

ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２ ꎮ 因为滚刀退刀时ꎬ滚刀和工件都

仍然绕其轴线旋转ꎬ所以考虑滚刀轴线按照滚齿中心

距 ａ 和滚齿轴交角 Σ 绕工件轴线旋转得到一个旋转

几何体ꎬ在过工件轴线的平面内截得的曲线是:

ｙ ＝ ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２ (２６)
再作这个曲线的距离为 ｒ 的等距曲线ꎬ就是和正

常齿形的齿根圆柱相连的“收尾齿根”的曲线ꎮ
２.２　 推导过程

设式(２６)所对应的曲线在{ｘꎬｙ} (其中 ｘ>０)的
切线的倾角为 θꎮ 则:

ｔａｎ θ ＝ ｄ
ｄｘ

ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２ ＝ ｘｔａｎ２Σ

ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２

(２７)
设此曲线往工件轴线偏移 ｒ 后ꎬ{ ｘꎬｙ}到达{ ｘｒꎬ

ｙｒ}ꎮ 则:

ｘｒ ＝ ｘ ＋ ｒｓｉｎ θ ＝ ｘ ＋ ｒ ｔａｎ θ

１ ＋ ｔａｎ２θ

＝ ｘ ＋ ｒ ｘｔａｎ２Σ

ａ２ ＋ ｘ２(ｔａｎ２Σ ＋ ｔａｎ４Σ)
(２８)

ｙｒ ＝ ｙ － ｒｃｏｓ θ ＝ ｙ － ｒ １

１ ＋ ｔａｎ２θ

＝ ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２ －

　 ｒ ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２

ａ２ ＋ ｘ２(ｔａｎ２Σ ＋ ｔａｎ４Σ)
(２９)

令:

ａｔ ＝ ａｔａｎ Σ

１ ＋ ｔａｎ２Σ
(３０)

ｒｔ ＝ ｒ

１ ＋ ｔａｎ２Σ
(３１)

２１１
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联立式(２６)、式(３０)、式(３１)和式(２９)ꎬ得到:
(ｙ － ｙｒ) ２(ｙ２ － ａｔ２) ＝ ｒｔ２ｙ２ (３２)
这个一元四次方程的 ４ 个根为:

ｙ１ ＝ １
２ ｙｒ － ｔ４ ＋ ｔ５ ＋ ｔ６( ) (３３)

ｙ２ ＝ １
２ ｙｒ － ｔ４ － ｔ５ ＋ ｔ６( ) (３４)

ｙ３ ＝ １
２ ｙｒ ＋ ｔ４ ＋ ｔ５ － ｔ６( ) (３５)

ｙ４ ＝ １
２ ｙｒ ＋ ｔ４ － ｔ５ － ｔ６( ) (３６)

其中:
ｔ１ ＝ － ａｔ２ － ｒｔ２ ＋ ｙ２

ｒ (３７)
ｔ２ ＝ － ５４ ａｔ２ｒｔ２ｙ２

ｒ ＋ ｔ１ ３ (３８)

ｔ３ ＝ ｔ２ ＋ ｔ２ ２ － ｔ１ ６( )
１
３ (３９)

ｔ４ ＝ ａｔ２ ＋ ｒｔ２ ＋
ｔ１
３

＋
ｔ１ ２

３ｔ３
＋

ｔ３
３

(４０)

ｔ５ ＝ ａｔ２ ＋ ｒｔ２ ＋ ｙ２
ｒ －

ｔ１
３

－
ｔ１ ２

３ｔ３
－

ｔ３
３

(４１)

ｔ６ ＝
２ｙｒ(ａｔ２ － ｒｔ２)

ｔ４
(４２)

因为 ｔ５－ｔ６ 是负数ꎬ所以式(３５)、(３６)这两个根

是虚数根ꎬ没有意义要舍去ꎬ而式(３４)这个根是负

数ꎬ所以也没有意义要舍去ꎮ 所以 ｙ 的真根是式

(３３)ꎮ 解出了 ｙ 的值ꎬ根据式(２６) ~ (２９)ꎬ得到 ｘｒ 的

表达式如下:
ｘｒ ＝ ｘ ＋ ｒｓｉｎ θ ＝ ｘ ＋ ｒｃｏｓ θｔａｎ θ ＝ ｘ ＋ (ｙ － ｙｒ) ×

ｘｔａｎ２Σ

ａ２ ＋ (ｘｔａｎ Σ) ２
＝ ｘ ＋ ｘ １ －

ｙｒ

ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔａｎ２Σ

(４３)
２.３　 一个算例及 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证

下面给出一个算例ꎮ 如果滚齿中心距 ａ ＝ ３１.８３９
９９４ ｍｍ、滚齿轴交角 Σ ＝ －１２０°、工件齿顶圆半径 ｙｒ ＝

１１.１７５ ｍｍ、滚刀外圆半径 ｒ ＝ ２５ ｍｍꎬ则按照上述公

式计算得到 ｘｒ ＝ １７.２７２ ６４ ｍｍꎮ
然后可以在一些三维建模软件(如 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ)

中进行验证ꎬ先创建斜齿轮齿顶圆柱的三维模型ꎬ再
按照正确的滚齿中心距和滚齿轴交角创建滚刀外圆

柱的三维模型ꎬ用滚刀外圆柱“切除”斜齿轮齿顶圆

柱ꎬ得到两个圆柱的相贯线ꎮ 在软件中测量相贯线的

ｚ 坐标的极值如图 ５ 所示ꎬ同样是 １７.２７２ ６４ ｍｍꎬ从而

验证了上述公式的正确性ꎮ

图 ５　 在 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 中测量相贯线的 ｚ 坐标的极值

３　 结　 语
文章通过理论分析和数学方法推导得到了与圆

柱型齿条配合的斜齿轮所需要的有效长度的解析表

达式ꎬ以及滚齿收尾部分最远端到垂直于工件轴线且

包含退刀时滚刀轴线和工件轴线的最短距离线所在

平面的距离ꎬ即滚齿收尾长度的解析表达式ꎮ 并通过

ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软件验证了其正确性ꎮ 这两个表达式为

与斜齿轮相关的机械产品的设计提供了重要依据ꎮ
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